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1 Einleitung

Bei der Suche nach Arahanov{Bohm{ und AAS{Oszillationen bei mesoskopischen Proben

stie� man auf starke Fluktuationen in der Leitf

�

ahigkeit | unabh

�

angig vom Ordnungsgrad

und der Gr

�

o�e der Leitf

�

ahigkeit selbst | wenn die L

�

ange L der Probe ungef

�

ahr gleich der

Koher

�

anzl

�

ange L

'

der Elektronen war. Die absolute Gr

�

o�e dieser Fluktationen liegt immer

in der Gr

�

o�enordnung

e

h

2

, was mit sich nicht mit Hilfe von herk

�

ommlichen statistischen

Mitteln erkl

�

aren l

�

a�t, die kleinere und von den obigen Probenparametern abh

�

angige Werte

voraussagt. Ein Erkl

�

arungsversuch betrachtet Korrelationen zwischen

�

ahnlichen Trajekto-

rien durch die Probe, welche verhindern, da� sich die Fluktuationen der einzelnen Wege

zu stark statistisch ausmitteln. Ein zweiter Ansatz l

�

auft darauf hinaus, die Anzahl der

Kan

�

ale durch die Probe zu beschr

�

anken und damit die zu starke statistische Ausl

�

oschung

zu verhindern.

2 Zur Probengeometrie und Nomenklatur

Bei den folgenden Betrachtungen wird angenommen, da� sich die Bewegung eines Elek-

trons durch die Probe als Zufallsweg beschreiben l

�

a�t (random path), dessen Verlauf durch

St

�

o�e immer wieder ver

�

andert wird. Zwischen zwei St

�

o�en bewegt sich das Elekron mit

de�niertem Wellenvektor

~

k und damit auch mit de�nierter Phase '(~r; t).

Abb.1 Schematischer Aufbau der Probe

Bei St

�

o�en jedoch kann sich sowohl der Wellenvektor als auch die Phase

�

andern, wobei es

wichtig ist, ob diese

�

Anderung reproduzierbar oder zuf

�

allig ist.
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� Reproduzierbare Ver

�

anderungen der Phase und der Richtung, die haupts

�

achlich durch

elastische Streuung an Gitterfehlstellen oder Verunreinigungen hervorgerufen werden,

haben keinen Ein
u� auf die Koher

�

anz der Wellenfunktion, d.h. wenn sich das Elek-

tron auf zwei verschiedenen Wegen (Wellenfunktionen 	

1

und 	

2

) von A nach B

bewegen kann, so ergibt sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit am Zielpunkt durch

j	(B)j

2

= j	

1

(A)e

i'

1

+ 	

2

(A)e

i'

2

j

2

= j	

1

(A)j

2

+ j	

2

(A)j

2

+ j	

1

(A)	

2

(A)j cos('

1

� '

2

)

| {z }

Interferenz

(1)

wobei '

1

und '

2

die Gesamtphasen sind, die sich auf den beiden Wegen akkumu-

lieren. Der Interferenzterm kann zur Verst

�

arkung bzw. zur Ausl

�

oschung der Wel-

lenfunktion f

�

uhren und ist Ursache der quantenmechanischen E�ekte wie Aharanov{

Bohm{Oszillation, ASS{Oszialltion oder universelle Leitf

�

ahigkeitschwankungen (im

folgenden ULS).

� Nach zuf

�

alligen Ver

�

anderungen (meist durch inelastische Streuung mit Phononen oder

Spinstreuung) ist die Phase des Elektrons nicht mehr eindeutig de�niert, was dazu

f

�

uhrt, da� die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten der Wellenfunktionen am Zielpunkt

klassisch berechnet werden m

�

ussen und der Inteferenzterm in (1) entf

�

allt.

Durch die obigen Ph

�

anomene de�nert man nun die L

�

angen L, L

'

und l folgenderma�en:

L Kantenl

�

ange der Probe in jeder Dimension,

L

'

Mittlere freie Wegl

�

ange, die ein Elektron zur

�

ucklegen kann, bis es inelastisch

gestreut wird,

l Mittlere freie Wegl

�

ange, die ein Elektron zur

�

ucklegen kann, bis es elastisch ge-

streut wird.

Der E�ekt der ULS bezieht sich auf ungeordnete mesoskopische Systeme charakterisiert

durch L

'

' L (kleine Proben, kleine Temperaturen) und l � L (viele Gitterfehlstellen,

amorph). Die Probe an sich kann verschiedene Form und Dimension haben. Eine Dimension

wird hierbei als existent angesehen, wenn die Ausdehnung der Probe in dieser Dimension

gr

�

o�er als die mittlere freie elastische Wegl

�

ange l ist.

3 Die Entdeckung des E�ektes

Auf der Suche nach Aharanov{Bohm{Oszillationen mit Periode

h

e

wurde 1983 der Wi-

derstand eines Goldring mit Durchmesser 245[nm], Breite 30[nm] und H

�

ohe 39[nm] unter

dem Ein
u� eines zur Ringachse parallelen Magnetfeldes bei Temperaturen von 0:047[K]

bis 0:730[K] gemessen (siehe Zusammenfassungen in [1],[2] und [3]).
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[3]p.389

Abb.2 Fluktuationen am Goldring

Bei der Auswertung der Me�daten stie� man zwar nicht auf die Arahanov{Bohm{

Oszillationen, aber auf Fluktuationen der Gr

�

o�enordnung

e

2

h

, die zuf

�

alligen Verlauf hatten

(Abb.2a) und innerhalb gewisser Temperaturgrenzen reproduzierbar waren. In der Fourier-

analyse (Abb.2b) der Kurven schlagen sich die Fluktuationen im starken Peak bei Periode 0

nieder. Imry schlug vor, da� es sich bei diesem E�ekt ebenfalls um einen Aharanov{Bohm{

E�ekt handelt, allerdings hervorgerufen durch den Flu� des Magnetfeldes durch den Leiter

selbst und nicht durch das Innere des Ringes.

Abb.3 Arahanov{Bohm{E�ekt im Leiter

Wegen der geringen Gr

�

o�e der Proben ist es nicht mehr m

�

oglich, den Flu nur durch das

Innere des Ringes zu leiten, sondern es gibt Streufelder, die in den Leiter hineinreichen. Da

das Leitungsmaterial, das den Ring bildet, viele parallel verlaufende Kan

�

ale aufweist, die

alle unterschiedlichen Flu� einschlie�en (Abb.3), ist die Phasendi�erenz sehr abh

�

angig von

� der Kon�guration der Streupunkte und

� dem

�

au�eren Magnetfeld.

Wird das angelegte Magnetfeld B ver

�

andert, so

�

andert sich das Vektorpotential A und

damit auch die Phasenverschiebung �' eines jeden einzelnenWeges entsprechend (2), und

zwar unterschiedlich stark, weil der eingeschlossene Flu� � auch unterschiedlich gro� ist.

�' =

e

�h

I

~

Ad~r =

2��

h

e

(2)
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Dies hat zur Folge, da� die gemessene Leitf

�

ahigkeit (bzw. der gemessene Widerstand) an-

scheinend willk

�

urliche Schwankungen bei Ver

�

anderung des Magnetfeldes aufweist. Diese

Schwankungen beruhen jedoch auf der speziellen Kon�guration der St

�

orstellen in der vor-

liegenden Probe und sind deshalb reproduzierbar, d.h. sie ergeben den gleichen Verlauf

bei mehrmaligen Durchlaufen der Magnetfeldst

�

arke und unterscheiden sich daher grundle-

gend vom thermischen Rauschen. Diese Eigenschaft der ULS wird auch als magnetischer

Fingerabdruck bezeichnet.

Nach (2) ist ein Flu� von �

0

:=

h

e

v

�

ollig ausreichend, um eine Phasenverschiebung von

2� hervorzurufen. Nimmt man an, da� die Probe auf einer Fl

�

ache L

2

dem Magnetfeld B

ausgesetzt ist, so ergibt sich die minimale Flu�dichten

�

anderung �B

C

, die n

�

otig ist, um

Schwankungen von

e

2

h

zu erreichen, zu

�B

C

=

�

0

L

2

=

h

eL

2

: (3)

Bei Flu�dichten

�

anderungen �B < B

C

nehmen die Schwankungen sehr schnell ab. Dies ist

in Abb.2b zu erkennen, wo die gr

�

o�ten Spektralbeitr

�

age bei

1

H

< 2[T

�1

] liegen.

Die Reproduzierbarkeit der Schwankungen wird aufgehoben, wenn die Probe so stark

erw

�

armt wird, da� sich die St

�

orstellenkon�guration

�

andern kann (T � 1[K]). Da jede

einzelne St

�

orstelle von einem Anteil aller m

�

oglichen Wege durchquert wird, kann schon

durch Verschiebung von relativ wenigen St

�

orstellen das Muster der Fluktuationen komplett

ver

�

andert werden (siehe 6).

4 Versuch einer Erkl

�

arung

4.1 Leitf

�

ahigkeit einer St

�

orstellenkon�guration

F

�

ur die Berechnung der Leitf

�

ahigkeit G betrachten wir den schematischen Aufbau der

Probe in Abb.1.

Abb.4 Randbedingungen

Links und rechts vom Leiter be�nden sich idealisiert unendlich groe Reservoirs an Leitungs-

elektronen. Durch Anlegen einer Spannung kommt es zu einem Gradienten des chemischen

Potentials (hier �

R

> �

L

) und einzelne Elektronen bewegen sich zur rechten Seite. Der

5



Wellenvektor

~

k eines jeden Elektrons wird nun aufgespalten in seinen Anteil parallel zum

Gradienten des Potentials (also parallel zum elektrischen Feld

~

E) und sekrecht dazu:

~

k =

~

k

k

+

~

k

?

Der parallele Anteil, der f

�

ur den Ladungstransport durch die Probe sorgt, mu� keiner

Randbedingung gen

�

ugen, da die Reservoirs jeden Wellenvektor absorbieren k

�

onnen. In den

verbleibenden d� 1 Dimensionen, die durch

~

k

?

repr

�

asentiert werden, m

�

ussen Randbedin-

gungen an den Probenw

�

anden angesetzt werden (siehe Abb.4). Die Anzahl der Zust

�

ande

pro Dimension ergibt sich zu N

1

' Lk

F

und damit die Gesamtanzahl der Kan

�

ale zu

N = (Lk

F

)

d�1

: (4)

Im folgenden sollen die m

�

oglichen Zust

�

ande bei Eintritt in die Probe mit �

i

und die bei

Austritt aus der Probe mit �

j

bezeichnet werden. Nach einer Theorie von Landauer, die

von Fisher, Lee und B

�

uttiker verallgemeinert worden ist (siehe auch [7]), ergibt sich die

Leitf

�

ahigkeit aus der Summe der Transmissionskoe�zienten t

�

i

�

j

, die angeben, mit welcher

Wahrscheinlichkeit ein Elektron aus dem Zustand �

i

beim Durchqueren des Leiters in den

Zustand �

j

�

ubergeht:

G =

e

2

h

X

�

i

�

i

jt

�

i

�

j

j

2

=

e

2

h

spur tt

+

(5)

Die Transmissionskoe�zienten erh

�

alt man durch Summierung der Wahrscheinlichkeits-

amplituden A

�

i

�

j

(k) aller Feynmanpfade P

k

, die das Elektron beim Durchqueren der Probe

nehmen kann

t

�

i

�

j

=

M

ij

X

k=1

A

�

i

�

j

(k)

wobei angenommen wird, das die Gesamtanzahl M

ij

der Feynmanpfade wegen der hohen

elastischen Streurate sehr gro ist. Eine weitere Berechnungsm

�

oglichkeit f

�

ur G ergibt sich

aus dem Ohmschen Gesetz G = �L

d�2

, � =

e

2

h

k

d�1

F

l und (4):

G =

e

2

h

N

l

L

(6)

Durch Vergleich von (5) und (6) sowie der Annahme, da� alle Kan

�

ale gleichberechtigt sind,

ergibt sich als Mittel f

�

ur die Transmissionskoe�zienten

jt

�

i

�

j

j

2

�

N

l

L

N

2

=

l

LN

(7)

4.2 Bildung des Mittelwertes

�

uber alle Kon�gurationen

Wie oben in (3) geschildert ist eine Ver

�

anderung der magnetischen Flu�dichte gr

�

o�er als

B

C

�

aquivalent mit dem

�

Ubergang zu einer neuen St

�

orstellenkon�guration. Es ist demnach

gleichg

�

ultig, ob man Ver

�

anderungen im Magnetfeld betrachtet oder verschiedene Kon�gu-

rationen. Bei den folgenden Herleitungen wird deshalb f

�

ur die Berechnung von �G auf

Variationen der St

�

orstellenkon�gurationen zur

�

uckgegri�en.
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Die Tatsache, da� die Fluktuationen der Leif

�

ahigkeit von der Gr

�

o�enordnung

e

2

h

sind,

ist

�

aquivalent zu

�G �

q

hG

2

i � hGi

2

!

' C

e

2

h

wobei C eine Gr

�

oe der Ordnung eins ist, die eine schwache Abh

�

angigkeit von der Dimension

d und der Form der Probe zeigt (experimentell liegt der Wert ungef

�

ahr zwischen 0.2 und

0.6). Oft betrachtet man auch statt G die einheitenlose Gr

�

o�e g := Gh=e

2

. F

�

ur diese mu�

dann gelten �g ' C. Die Mittelwertbildung hi l

�

auft dabei

�

uber alle m

�

oglichen St

�

orstellen-

kon�gurationen, die die Probe annehmen kann. Nach Ausf

�

uhrung der Variation erh

�

alt man

f

�

ur die mittlere Fluktuation der Transmissionskoe�zienten:

�hjt

�

i

�

j

j

2

i = hjt

�

i

�

j

j

2

i

d.h. die Schwankungen der Koe�zienten sind im Mittel genauso gro� wie die Koe�zienten

selbst. Die Schwankung der Leitf

�

ahigkeit ergibt sich nach (5) aus der

�

Uberlagerung von N

2

Einzelschwankungen

�G

0

'

e

2

h

p

N

2

�hjt

�

i

�

j

j

2

i =

e

2

h

l

L

also eine falsche Abh

�

angigkeit vom Ordnungsgrad

l

L

des Systems, weshalb das Ergebnis

dieses Ansatzes auch mit �G

0

bezeichnet wurde.

4.3 Korrektur durch Betrachtung der Re
ektion

Das obige Ergebnis veranla�te Lee [5] dazu, nicht die Wahrscheinlichkeit f

�

ur die Transmis-

sion der einzelnen Zust

�

ande zu berechnen, sondern die der Re
ektion. Er hatte erkannt, da�

die rigorose Mittelung

�

uber alle St

�

orstellenkon�gurationen nicht erlaubt ist, weil es Wege

gibt, die miteinander korreliert sind. Korrelationen zwischen zwei Wegen k

�

onnen z.B. auf-

treten, wenn sie sich bei der Durchquerung der Probe ber

�

uhren oder sogar kreuzen. Diese

Schwierigkeiten treten jedoch nur deswegen auf, weil die Elektronen auf ihrem Weg sehr

oft gestreut werden (l� L).

Betrachtet man den Teil der re
ektierten Elektronen und nimmt zus

�

atzlich an, da� die

Re
ektion sehr stark ist, so erfahren diese auf ihrem kurzen Weg in die Probe hinein und

aus der Probe hinaus nur einen sehr kleinen Anteil der St

�

oe, die ein transmittiertes Elektron

erf

�

ahrt. Dementsprechend sinkt die Wahrscheinlichkeit f

�

ur Ber

�

uhrung und

�

Uberlappung der

Bahnen, so da� hier die Re
ektionskoe�zienten jr

�

i

�

j

j

2

wirklich als unkorreliert angesehen

werden k

�

onnen. De�niert man nun den Anteil der 're
ektierten Leitf

�

ahigkeit' R durch

R =

e

2

h

X

�

i

�

j

jr

�

i

�

j

j

2

und nimmt wegen der Stromerhaltung an, da�

G+R =

e

2

h

N

so erh

�

alt man

�

aquivalent zur Herleitung von G

0

hjr

�

i

�

j

j

2

i '

1

N

�

1�

l

L

�

:
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Nach Voraussetzung ist jedoch wegen des geringen Ordnungsgrades der Probe l � L, so

da� mit

�R =

e

2

h

(= �G)

das gew

�

unschte Ergebnis folgt (die Gleichheit von �G und �R ergibt sich aus der Stro-

merhaltung).

4.4 Korrektur durch Korrelationen

�

ahnlicher Pfade

Das Problem der zu starken statistischen Ausmittelung durch Gleichsetzen aller an der Lei-

tung beteiligten Pfade l

�

oste Lee zusammen mit Feng [7] noch auf eine andere Weise. Sie

stellten die

�

Ahnlichkeit zwischen dem Ladungstransport durch einen Leiter und der Licht-

streuung in einem kolloiden Medium heraus. In beiden F

�

allen werden einfallende Wellen,

die durch einen eindeutigen Parameter gegeben sind (Wellenvektor

~

k

?

beim Stromtransport

und Einfallswinkel des Strahls beim optischen Analogon), beim Weg durch das jeweilige

Medium sehr oft gestreut. Beim Austritt erh

�

alt man eine Mischung von Grundzust

�

anden

(wiederum

~

k

?

bzw. Winkel), die durch die Transfermatrix gegeben ist.

Im folgenden werden nun die Korrelationen zwischen Wegen innerhalb von Untermengen

betrachtet. In Abb.5 sind 3 der speziellen Wegmengen dargestellt.

Abb.5 Spezielle Wegmengen
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Die

�

ahnlichen Wege verlaufen jeweils von Zustand �

i

nach �

j

und �

i

0

nach �

j

0

(im weiteren

nur durch die Indizes bezeichnet). In den schra�erten Gebieten (Kontaktstellen) sind die

Wellenvektoren der jeweiligen Zust

�

ande eingezeichnet. Dabei ist es wichtig zu bemerken,

da� der Zustand schon durch die Projektion des Wellenvektors auf die Transversalebene

gegeben ist. Demnach sind z.B. in Abb.5(1) die Zust

�

ande i und i

0

bzw. j und j

0

gleich.

In Abb.5(2) sind nur noch die ii

0

{Zust

�

ande gleich, es �ndet jedoch eine Ber

�

uhrung der

Wege statt. In Abb.5(3) sind weder die jj

0

{Zust

�

ande noch die �{Zust

�

ande gleich. Daf

�

ur

�

uberschneiden sich die Wege allerdings zweimal. Die Korrelationen C

ii

0

jj

0

:= h�T

ij

�T

i

0

j

0

i

mit T

ij

:= jt

�

i

�

j

j

2

ergeben sich f

�

ur diese Untergruppen zu:

C

(1)

iji

0

j

0

= hT

ij

ihT

i

0

j

0

i�

�q

i

;�q

j

F

1

(L�q

i

)

C

(2)

iji

0

j

0

=

hT

ij

ihT

i

0

j

0

i

g

(F

2

(L�q

i

)) + F

2

(L�q

j

))

C

(3)

iji

0

j

0

=

hT

ij

ihT

ij

0
i

g

2

wobei �q

i

= k

i

?

� k

i

0

?

und F

1

(x) = x

2

= sinh

2

x sowie F

2

(x) = 2x

�1

(cothx � x= sinh

2

x).

Die Fluktuation der Leitf

�

ahigkeit erh

�

alt man

�

uber

�G =

e

2

h

s

X

iji

0

j

0

C

iji

0

j

0

(8)

Im Beispiel der Lichtstreuung wurde ein Laser benutzt, um die f

�

ur die Inteferenz not-

wendige Koher

�

anzl

�

ange zu erlangen. Die transmittierten Intensit

�

aten in Abh

�

angigkeit des

Austrittswinkels konnten dann auf einem Schirm direkt beobachtet werden. Da es jeweils

nur genau einen Eintrittswinkel gibt, k

�

onnen in den Formeln f

�

ur die C

(i)

i = i

0

und j = j

0

gesetzt werden.

1. Der erste Term vereinfacht sich zu

C

(1)

ijij

= hjt

�

i

�

j

j

2

i

2

= (�hjt

�

i

�

j

j

2

i)

2

:

Er tritt nur dann auf, wenn �q

i

' �q

j

, was dazu f

�

uhrt, da� kleine Ver

�

anderungen

des Einfallswinkels zu Ver

�

anderungen der gleichen Gr

�

o�e beim Ausfallswinkel f

�

uhren.

Dieser E�ekt (auch memory e�ect) ist experimentell nachgewiesen worden, indem die

Probe um kleine Winkel �� < (kL)

�1

gedreht worden ist, und das Muster vor und

nach der Drehung miteinander verglichen wurde.

2. Der Term C

(2)

vereinfacht sich zu

C

(2)

ijij

=

hjt

�

i

�

j

j

2

i

2

g

:

Diese Beitr

�

age sind zwar um Faktor g kleiner als die von C

(1)

, verschwinden aber

erst f

�

ur gr

�

o�ere Winkel, was zur Folge hat, da� die Umgebung um einen hellen Punkt

ebenfalls etwas heller ist. Das Streumuster ist deswegen nicht so di�us, wie es auf-

grund der gro�en Anzahl von Streuungen erwartet werden k

�

onnte, sondern zeigt ein

ausgepr

�

agtes 
eckenartiges Muster (im englischen speckle patterns).

9



3. F

�

ur C

(3)

erh

�

alt man schlie�lich den Term

C

(3)

iji

0

j

0

=

hjt

�

i

�

j

j

2

i

2

g

2

der nochmals erheblich kleiner ist als der vorhergehende, aber von konstanter Gr

�

o�e,

d.h. jeder einfallende Strahl ist | wenn auch gering | mit jedem ausfallenden Strahl

korreliert. Ein experimenteller Nachweis f

�

ur diesen Beitrag steht noch aus.

Man erkennt an diesem Vergleich, da� die Wichtigkeit von Korrelationen auf jeden Fall

durch Experimente erh

�

artet worden ist. Leider sieht man im Falle des Stromtransportes

nach Ausf

�

uhrung der Summation in (8), da� C

(1)

und C

(2)

keine ausreichend gro�en Bei-

tr

�

age liefern, weil sie Terme vom Typ (l=L)

m

enthalten. Die Menge C

(3)

jedoch liefert f

�

ur

die Summe der Korrelationen einen konstanten Wert, so da� sich tats

�

achlich

�G =

e

2

h

s

N

4

hjt

�

i

�

j

j

2

i

2

g

2

=

e

2

h

v

u

u

u

u

t

N

4

�

l

LN

�

2

�

l

L

N

�

2

=

e

2

h

ergibt.

4.5 Korrektur durch Reduktion der aktiven Kan

�

ale

Beim dritten Erkl

�

arungsversuch (nach Imry [6]) soll die Transmissionsmatrix t etwas ge-

nauer betrachtet werden, die angibt wie die Eingangszust

�

ande �

i

auf die Ausgangszust

�

ande

�

j

abgebildet werden. Wir fassen zu diesem Zweck die �

i

zu Vektor ~a

l

und die Ausgangs-

zust

�

ande �

j

zu Vektor ~a

r

zusammmen. Es ergibt sich der Zusammenhang (siehe Abb.6):

~a

r

= t~a

l

Wie bereits oben gesehen kann die Leitf

�

ahigkeit direkt aus der Transfermatrix berechnet

werden:

G = 2

e

2

h

spur tt

+

:

Die Leitf

�

ahigkeit ist also dann bekannt, wenn alle Eigenwerte der Matrix t berechenbar

sind.

Abb.6 Schematischer Aufbau eines Vielkanalstreuers
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Wie Abrahams, Azhel, Pichard und Stephen gezeigt haben, kann die Spur von t

auf einen Teil der Spur der allgemeineren Matrix T zur

�

uckgef

�

uhrt werden, die auch den

Teilchenstrom in R

�

uckrichtung mitbeinhaltet, wobei die von rechtseinlaufenden Zust

�

ande

mit

~

b

r

und die links auslaufenden Zust

�

ande mit

~

b

l

bezeichnet werden

 

~a

r

~

b

r

!

= T

 

~a

l

~

b

l

!

Im Gegensatz zu t ist T multiplikativ, d.h. wenn man die Probe in Abschnitte aufteilt

und f

�

ur diese Abschnitte die entsprechenden T

i

bekannt sind, ergibt sich die Gesamtmatrix

durch Multiplikation der Einzelmatrizen.

Abb.7 Multiplikative Zerlegung der Transfermatrix

In unserem Beispiel wird die Probe in L=�x Abschnitte der Breite �x geteilt (siehe

Abb.7). F

�

ur jeden einzelnen Abschnitt nehmen wir eine Transfermatrix � mit N Eigen-

werten �

1

; : : : ; �

N

an. Die Gr

�

o�e �x ist dabei eine L

�

ange von der Ordnung Atomradius,

h

�

ochstens jedoch l. Die Eigenwerte von TT

+

= �

L=�x

ergeben sich zu x

i

= �

i

und damit

die Leitf

�

ahigkeit zu

g =

e

2

h

X

x

i

=

e

2

h

X

�

L=�x

i

: (9)

An (9) erkennt man, da� die Leitf

�

ahigkeit im Grunde durch multiplikative Eigenwerte

gebildet wird. Es ist leicht einzusehen, da� nur die Eigenwerte x

1

; : : : ; x

j

max

' 1 zu ber

�

uck-

sichtigen sind. Die einzelnen � sind sehr zuf

�

allige Matrizen, f

�

ur die man zeigen kann, da�

die Eigenwerte fast

�

aquidistant sind:

�

j

= 1� j�

Die Schrittweite � erh

�

alt man durch die

�

Uberlegung, da� f

�

ur Abmessungen L > � nur

noch der gr

�

o�te Eigenwert x

1

�

ubrigbleibt, wobei � die maximale Lokalisierungsl

�

ange aller

Zust

�

ande in der Probe ist:

g = �

L

�x

1

!

= e

�

L

�

Man erh

�

alt durch N

�

aherung

� '

�x

�

11



und damit f

�

ur die anderen Eigenwerte (mit der gleichen N

�

aherung)

x

j

= e

�j

L

�

Die Eigenwerte von TT

+

fallen demnach exponentiell ab, und man braucht nur diejenigen

zu betrachten f

�

ur die z.B. x

j

> 1=e. Man erh

�

alt f

�

ur den Index j

max

des kleinsten noch zu

ber

�

ucksichtigenden Eigenwertes:

N

eff

= j

max

=

�

L

�

= N

l

L

Die Gleichheit bei (�) r

�

uhrt von der Aussage von Thouless [8], da� sich die Lokalisie-

rungsl

�

ange bei gro�em Unordnungsgrad zu � = Nl ergibt. Die Anzahl der e�ektiven Kan

�

ale

reduziert sich demnach von N auf den erheblich kleineren Wert N

eff

= N

l

L

. Nach der glei-

chen

�

uberlegung wie in (7) ergibt sich schlie�lich

hjt

�

i

�

j

j

2

i =

N

l

L

N

2

eff

=

L

Nl

und

�G =

e

2

h

q

N

2

eff

hjt

�

i

�

j

j

2

i =

e

2

h

5 Temperaturabh

�

angigkeit

In den obigen Abschnitten wurde vorrausgesetzt, da� die Temperatur, bei der die Leitf

�

ahig-

keit gemessen wird, so niedrig ist, da� Koher

�

anzl

�

angen von der Gr

�

o�enordnung der Pro-

benl

�

ange erreicht werden. Ansonsten ging die Temperatur nirgendwo explizit in die Rech-

nungen mit ein. Trotzdem zeigt die ULS eine Abh

�

angigkeit von der Temperatur, die sich

folgenderma�en erkl

�

aren l

�

a�t: die B

�

ander der Probe sind nach Thouless [8] innerhalb von

Energieintervallen E

C

= �h=t (Dispersionsenergie) r

�

aumlich miteinander korreliert, d.h. sie

erzeugen das gleiche Fluktuationsmuster (dabei ist t die Zeit, die das Elektron zum Durch-

queren der Probe braucht). Dieser Tatbestand wurde experimentell dadurch best

�

atigt, da�

in Versuchen mit Halbleitern das chemische Potential durch Ver

�

andern der Spannung va-

riert wurde. Erst bei Abweichungen der Spannung �U > E

C

=e erhielt man ein neues

Fluktuationsmuster (siehe [1]).

Abb.8 Thermische Mittelung
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Ist nun die thermische Aufweichung k

B

T der Fermikante kleiner als E

C

, so tr

�

agt nur ein

Muster zu den Fluktuationen bei (siehe durchgezogene Linien in Abb.8). Dadurch werden

die ULS bei Temperaturen T < �h=tk

B

temperaturunabh

�

angig.

Ist jedoch T > �h=tk

B

(gestrichelte Linien in Abb.8), so tragen auch andere Muster zu

den Fluktuationen bei. Man erh

�

alt:

�G(T ) =

1

p

N

Muster

�G(T = 0)

Mit N

Muster

= k

B

T=E

C

erh

�

alt man als Temperaturabh

�

angigkeit:

�G /

1

p

T

Diese Abh

�

angigkeit ist auch experimentell best

�

atigt worden.

[3]p.401

Abb.9 Temperaturabh

�

angigkeit der ULS

Die Punkte � in Abb.9 zeigen f

�

ur die T > 0:04[K] die Proportionalit

�

at zu T

�1=2

. Leider

ist die Temperaturunabh

�

angigkeit f

�

ur T < 0:04[K] nicht zu erkennen, weil zu wenig Me�-

punkte bei ausreichend tiefen Temperaturen vorhanden sind. Die Me�reihe 2, die die auf

dem gleichen E�ekt beruhende Temperaturabh

�

angigkeit bei Aharanov{Bohm{Oszillationen

wiedergibt, zeigt jedoch deutlich eine Waagerechte bei T < 0:09[K].

6 Verschiebung von St

�

orstellen

Wie wir gesehen haben, ist das Fluktuationsmuster sehr emp�ndlich gegen

�

uber Ver

�

ande-

rungen der St

�

orstellenkon�guration. Man kann jetzt die Frage stellen, um welchen Betrag

sich G

�

andert, wenn wir genau eine St

�

orstelle verschieben. Ein naheliegender Ansatz ist es,

�G als

�

Uberlagerung von N

i

St

�

orstellen zu sehen, von denen jede einzelne �G

1

beisteuert:

�G

1

=

�G

p

N

i

: (10)
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Es ist klar, da� damit selbst bei mesoskopischen Proben, die Verschiebung einer St

�

orstelle

nicht mehr me�bar w

�

are.

Ein anderer Ansatz betrachtet die Wahrscheinlichkeit, da� die verschobene St

�

orstelle von

einem der Feynmanwege getro�en wird, die die Elektronen auf ihrem Weg durch die Probe

zur

�

ucklegen. Das Verh

�

altnis zwischen (�G)

2

und (�G

1

)

2

ist dann durch das Verh

�

altnis des

Streuvolumens eines Weges zum Gesamtvolumen der Probe gegeben:

(�G

1

)

2

(�G)

2

=

Streuvolumen eines Wegabschnitts � Anzahl des Abschnitte

Volumen der Probe

=

(�

0

l)

�

L

l

�

2

L

d

Mit den Zusammenh

�

angen 1=l = n

i

�

0

und N

i

= n

i

L

d

(wobei �

0

der Wirkungsquerschnitt

einer St

�

orstelle und n

i

die St

�

orstellendichte ist) ergibt sich:

�G

1

=

1

p

N

i

L

l

�G

also ein Term, der gegen

�

uber dem ersten Ansatz um den betr

�

achtlichen Faktor L=l gr

�

o�er

ist. Betrachtet man nun die Verschiebung von m St

�

orstellen, so erh

�

alt man

�G

m

=

8

<

:

p

m�G

1

=

q

m

N

i

L

l

�G f

�

ur m <

l

2

L

2

N

i

�G f

�

ur m >

l

2

L

2

N

i

Man sieht, da� man schon mit einer kleinen Anzahl m =

l

2

L

2

N

i

von Verschiebungen die

gleiche

�

Anderung des Fluktationsmuster erreichen kann, die man durch die Verschiebung

aller St

�

orstellen erlangt h

�

atte.

7 Asymmetrie und Grenzf

�

alle

7.1 Asymmetrie bzgl. des Magnetfeldes

Bei der Bestimmung der Leitf

�

ahigkeit in Abh

�

angigkeit des Magnetfeldes stellte man eine

Asymmetrie bei Wechsel des Vorzeichens fest, d.h. es gilt

G(H) 6= G(�H)

Dieser E�ekt konnte nicht mithilfe der Herleitung (5) erkl

�

art werden, die (nach Onsager)

eine Symmetrie f

�

ur kleinen Ordnungsgrad l� L vorraussagt.
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Abb.10 4{Punkt{Messung

Der grundlegende Fehler liegt im Unterschied zwischen Betrachtungsweise der Theorie und

tats

�

achlichem Me�aufbau:

� Bei der theoretischen Herleitung geht man von einer 2{Punkt{Messung aus, bei der

von au�en ein Gradient des chemischen Potentials erzeugt wird.

� Im Experiment handelt es sich um eine 4{Punkt{Messung, bei der zwischen den Kon-

takten 1 und 4 ein konstanter Strom 
ie�t und an den Kontakten 2 und 3 die Span-

nung gemessen wird. Die Asymmetrie des Aufbaus f

�

uhrt nun dazu, da� nicht nur die

Hauptdiagonalenelemente der tensoriellen Widerstandes R

xx

, sondern auch Elemente

des Typs R

xy

gemessen werden.

Man stellte fest, da� man G(H)

�

uber die Beziehungen

G

S

=

2

R

14;23

(H) + R

23;14

(�H)

G

A

=

2

R

14;23

(H)� R

23;14

(�H)

in einen symmetrischen Anteil G

S

und einen antisymmetischen Anteil zerlegen kann

(X

ii

0

;uu

0

bedeutet, da� die Gr

�

o�e X bei Strom
u� von i nach i

0

und Spannungsabgri�

bei u und u

0

ermittelt wurde). Dabei erwies sich �G

S

als unabh

�

angig von der Wahl der

Spannungsabgri�e, was zu der Vermutung f

�

uhrte, da� der symmetrische Anteil von den

Fluktuationen entlang der Strecke L (siehe Abb.10) stammt und der antisymmetrische Teil

von den Fluktuationen in den Spannungsabgri�en.

7.2 Der Grenzfall L > L

'

Wird die Probengr

�

o�e gro� gegen die Koher

�

anzl

�

ange, so nehmen die Schwankungen der

Leitf

�

ahigkeit kontinuierlich ab. Man geht von dem Modell aus, die Probe in N = L=L

'

Ab-

schnitte der L

�

ange L

'

zerf

�

allt. In jedem einzelnen Abschnitt gilt die Aussage der universel-

len Leitf

�

ahigkeitsschwankungen lokal, so da� man global bei Mittelung

�

uber den gesamten

Leiter die Anh

�

angigkeit

�G =

1

p

N

e

2

h

/

s

L

'

L

(11)

erh

�

alt. Es ist damit auch klar, warum bei Proben makroskopischen Gr

�

o�e (L ' 1[cm])

keine nennenswerten Leitf

�

ahigkeitsschwankungen mehr me�bar sind.
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7.3 Der Grenzfall L < L

'

Eine weitere Einschr

�

ankung f

�

ur die Herleitungen in Kapitel 4 besteht darin, da� immer

angenommen wurde, da� die Probenl

�

ange ungef

�

ahr gleich der Koher

�

anzl

�

ange ist. Es ist

jedoch heute auch schon m

�

oglich, Proben herzustellen bei denen L < L

'

gilt. Man stellte

fest, da� f

�

ur diesen Bereich die Fluktuationen der Spannung �U unabh

�

angig von L

�

ange

der Probe sind. Durch die Beziehung

�G = �

�

I

U

�

=

I

U

2

�U =

1

IR

2

/

1

L

2

ergibt sich sofort, da� die Leitf

�

ahikeitsschwankungen f

�

ur kleiner werdendes L nicht mehr

beschr

�

ankt sind und deshalb kaum noch als universell angesehen werden k

�

onnen. Wie G(H)

l

�

a�t sich auch U(H) in einen symmetrischen Teil U

S

(H) und einen antisymmetrischen Teil

U

A

(H) aufspalten. Die Fluktuationen des antisymmetrischen Teils erwiesen sich wieder als

unababh

�

angig von L, was wie oben dadurch erkl

�

art werden kann, da� nur Fluktuationen

in den Spannungsabgri�en beitragen. Die Fluktuationen des symmetrischen Teil zeigen f

�

ur

L > L

'

die gleiche Abh

�

angigkeit wie �U(H), d.h. U

S

/ (L=L

'

)

�1=2

.

Bei L < L

'

ist �U

S

(H) konstant.Washburn erkl

�

art die Unabh

�

angigkeit von L durch

die Einf

�

uhrung der e�ektiven Probenl

�

ange

L

eff

' L+ 4L

'

: (12)

Da jedes Elektron eine gewisse Aufenthaltswahrscheinlichkeit innerhalb eines Volumens

L

d

'

hat, reicht die Koher

�

anz bis in die Spannungs{ und Stromabgri�e hinein, d.h. die

Probenl

�

ange ist gr

�

o�er als nur der Abstand zwischen den Spannungsabgri�en. Wird nun L

klein gegen L

'

, so wird L

eff

von L

'

dominiert, und der Ausdruck (12) unabh

�

angig von L.

Es ist o�ensichtlich, da� die Konstanz von �U

S

(H) bei L

eff

! 0 zusammenbrechen

mu�, da mit L

eff

auch die Spannung gegen null geht und die Fluktuation �U

S

nicht gr

�

o�er

als die Spannung selbst sein kann. Bei welcher Gr

�

o�enordnung dies geschieht, ist allerdings

noch unklar.

8 Messungen
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