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Aufgabe 1

Achtung: gemeingefirliche Indices
Fiir £ = 1 ist die Aussage falsch, denn man braucht nur eine Marke, um eine einzelne
Quelle zu belegen. Sei im folgenden k& > 1 vorgegeben. Es wird wie folgt durch
nummeriert:

e dererste Indexi € {1,...,k} bezeichnet die Ebene (beginnend mit der obersten)
und

o der zweite Index j € {1,...,1} die Spalte innerhalb dieser Zeile.
Der Graph wird nun wie folgt belegt:
e Belege den Punkt py1 (links unten)

o Belege den Punkt, der zwei Vorgadnger hat, sonst denjenigen von dem ein
Nachfolger schon einen Vorgénger hat.

o Entferne die Marken der Punkte, wo beide Nachfolger belegt sind.
o Wiederhole ab Schritt 2 bis die Spitze py 1 erreicht wird.
Fiithrt man obige Schritte aus, so erhdlt man folgende Belegungsreihenfolge:
e Der Punkt p;; wird belegt
e Die Diagonale py_; 1 bis pi o wird belegt

o Die kleine 2-Pyramide, die sich aus diesen drei Punkten ergibt ist jetzt mit 3
Marken vollstandig belegt worden und die Anzahl der Marken ist minimal. (So
etwas wie eine Induktionsverankerung)

o LI's folgt die Diagonale py_5 1 bis py 3 von unten nach oben, wobei die erste Marke
von py 1 stammt, die zweite neu ist und die dritte von py o, genommen wird.

e Damit ist die 3-Pyramide unten links fertig mit 4 Marken.



Allgemein folgt, dal die Diagonale py_;411 bis pi; von unten nach oben gefiillt
wird mit

o der Marke pj_it31
e ciner neuen (i + 1)-ten Marke und dann

e von unten nach oben mit den untersten (i-2) Elementen der Diagonalen pg_; 421
bis Pki-1-

Es ist nun die linke untere i-Pyramide fertig, jeweils mit minimal vielen Marken
namlich ¢ + 1. Wiederholt man diese Schritte bis 1 = k., so hat man die k-Pyramide
mit k + 1 Marken abgedeckt, was zu verwirren 4hhh zu beweisen war.

Zusatzfragen

Eine k-Pyramide hat ﬂ%l Knoten, von denen nach obigem Algorithmus jeder (bis
auf die letzten k 4 1) einmal besetzt und einmal ’geleert” wird. Die letzten & 4 1
werden nur beseztz. Man erhélt fiir die Anzahl der Ziige:

k(k+1)

L =12 5

—(k+1) =k +1
Hat man beliebig viele Steine zur Verfiigung, so kann man die Pyramide kanonisch
zeilenweise von unten nach oben besetzen, ohne eine einzige Marke zu entfernen. In

diesem Fall belauft sich die Anzahl der Ziige aut die Anzahl der Knoten:

k(k+1
7= M4

Aufgabe 2

Um die maximale Anzahl von nétigen Marken zu berechnen, mufl man wissen, welches
die ungiinstigste Struktur fiir den gerichteten Graphen ist. Offensichtlich ist der
Graph so zu wahlen, daf} einerseits die Anzahl der Kanten, die einen Knoten verlassen
minimal (also gleich eins) ist, denn jede weitere aus einem Punkt p auslaufende Kante
kénnte dazu dienen, dafl der Nachfolger von p entlang dieser Kante eher besetzt
werden kann. Andererseits mufi die Anzahl der einlaufenden Kanten maximal (also
gleich k) sein, damit jeder Knoten moglichst lange durch viele nicht belegte Vorganger
"blockiert” wird. Man erhalt die Form eines Baumes der Hohe d, in dem jeder innere
Knoten k& Vorginger hat und es k% Blétter gibt, die alle Quellen sind.

Sei nun k£ > 0 beliebig aber fest vorgegeben. Der Beweis erfolgt tiber vollstindige
Induktion iiber d:



Verankerung d =1

Wir erhalten in diesem Fall eine Wurzel mit & Vorgédngern, die alle belegt werden
miissen, bevor mit der k£ 4 1-ten Marke die Wurzel belegt werden kann.

Ki=k+1<(k=-1D142=k—-142=k+1

Induktionsschritt d — d + 1

Wir haben nun einen Baum der Héhe d+ 1, der sich aus k& Unterbaumen mit Wurzeln
r1,...,7; der Hohe d zusammensetzt, die alle an der obersten Wurzel r hdngen. Um
die Wurzel r; zu besetzen braucht man K; Marken. Um 7y zu besetzen wiederum
K, (die alten vom Unterbaum der Wurzel rq), allerdings mufl die Marke bei rq
liegen bleiben. Das bedeutet, daf jetzt insgesamt Ky + 1 Marken verbraucht sind.
Wiederholt man diesen Schritt £ mal, so hat man ry bis r; besetzt und den gesamten
Unterbaum von 7. Nun kann man eine der (K; — 1) Marken aus dem Unterbaum
unterhalb der Wurzel r; benutzen, um die oberste Wurzel r zu belegen. Man braucht
insgesamt:

Kijir=Ki+k—1<(k-1)d+2+k—-1=(k—-1)(d+1)+2

Damit gilt die Aussage fiir d + 1 und damit fiir alle d. Da weiterhin k als beliebig
vorrausgesetz war, ist die Aufgabe bewiesen.



