Losungsvorschliage zur 1. Ubung

Aufgabe 1

Bei der Implementation des MergeSort—Algorithmus gab es hauptsidchlich Probleme durch
die Prozedur Merge. In ihr sollten zwei sortierte Bereiche eines Feldes zu einem sortierten
Bereich zusammengefafit werden. Viele haben versucht, der Reihe nach die Elemente aus
dem ersten Bereich in den zweiten Bereich einzusortieren. Dies ist jedoch nicht erlaubt,
da sonst die Prozedur Merge die Laufzeit O(N?) hiitte. Ein Listing als Lésungsvorschlag
kommt nichste Woche.

Aufgabe 3

Bei der Aufgabe 3 sind die Probleme hauptséchlich durch fehlende Definitionen entstanden.
Man koénnte folgende Defintionen einfithren:

cO(f(n)) = Heg(n):g(n) e O(f(n))}
f(n)O(g(n)) = {f(n)h(n): h(n) € O(g(n))}
O(f(n))0(g(n)) = Ap(n)g(n):p(n) € O(f(n)) A q(n) € O(g(n))}
O(0(f(n)) = O(g(n))

9(n)€0(f(n))

Damit ergeben sich folgende Lésungen:

zZu a)

Laut Analysis gilt:

/\ n? < nf

n,q,p>1Ap<q

also auch fiir ein beliebiges ¢ > 1:
/\ n? < cnf
7,4,p<1APLg

Demnach in ist n? € O(n?) fir p < ¢ mit no := 1 und beliebigem ¢ > 1.

zu b)

Es gilt fiir alle n und alle ¢ > 1:
f(n) < cf(n)
Also ist f(n) € O(f(n)) mit ng := 1 und beliebigem ¢ > 1.

zu d)

O(f(n) = Jegm): N A g <diin

—:h(n) d>0,n9eN n>ng



= {h(n): VA h(n)<\cgi_/f(n)}

d>07n0€NnZn0 ::J

= {h(n): \/ /\h(n)<df(n)}

d>0,noeN 2710

zZu e)

Sei p(n) € O(O(f(n))) beliebig aber fest gegeben. Es ist jetzt zu zeigen, daB p(n) € O(f(n))
ist. Laut Definition existiert ein g(n) € O(f(n)), so daB p(n) € O(g(n)). Das ist aber
gleichbedeutend damit, dal ng, mg € N und ¢, d > 0 existieren, so daf gilt:

A g(n)<cfn)  sowie A pln) < dg(n)
n>ng n>mo
Dann gilt aber auch (durch Einsetzen der ersten Ungleichung in die zweite):
AN p) < de f(n)

n>max{ng, mo} =d
e ———

=:1ig

Also ist p(n) € O(f(n)).

zu f)

Seir(n) € O(f(n))O(p(n))beliebig aber fest gegeben. Zu zeigen ist, daB r(n) € O(f(n)g(n))
ist. Laut Definition existieren p(n) € O(f(n)) und g(n) € O(g(n)) sowie ng, mg € N und
¢, d > 0 mit

r(n) = p(n)q(n) und /\ p(n) <cf(n) und /\ q(n) < dg(n)
n>ng n>mo
Dann gilt aber auch (durch Multiplikation der beiden Ungleichungen):
A r(n) = p(n)g(n) < cd f(n)g(n)

n>max{ng, mo} —d
e —’

=:1ig

Also ist 7(n) € O(f(n)g(n)).

zZu g)
Sei p(n) € O(f(n)g(n)) beliebig aber fest gegeben. Zu zeigen ist, da p(n) € f(n)O(g(n)).

Nach Definition existieren ng € N sowie ¢ > 0 mit

A p(n) < cf(m)g(n)

n2no =f(n)eg(n)

Also p(n) € f(n)O(g(n)) mit gleichem ny und gleichem e.



Aufgabe 4

Fiir die Losung der Aufgabe 4 braucht man folgende Uberlegungen:

e Da die Aussagen iiber obere und untere Schranken erst ab grofien n sinnvoll sind,
kann das Abrunden | | vernachlissigt werden, denn der dadurch entstehende relative
Fehler wird immer kleiner.

o Aus gleichem Grund braucht man bei einer Funktion f(n), die aus einer Summe
besteht, nur den denjenigen Summanden zu betrachten, der am schnellsten wichst.

Seien nun zwei Funktionen f(n) und g(n) gegeben. Fiir die Ermittlung der oberen und
unteren Schranke betrachtet man folgenden Grenziibergang:

{:= lim M

Es gibt nun drei Félle:
1. Wenn [ = oo, so stellt f(n) eine obere Schranke fiir g(n) dar. Es gilt:

g(n) = 0(f(n))  und  f(n)=Qg(n))
2. Wenn [ = 0, so stellt f(n) eine untere Schranke fiir g(n) dar. Es gilt:
f(n) =0(g(n))  und  g(n) = Q(f(n))

3. Wenn 0 < [ < o0, so stellt f(n) sowohl eine untere Schranke als auch eine obere
Schranke fiir g(n) dar. Es gilt:

f(n) =06(g(n))  und  g(n) =06(f(n))

Das so gefundene [ dient dann direkt zur Abschitzung. Es existieren ng und mg mit:

/\ f(n) <2lg(n) und /\ f(n —lg n)

n>no n>mo
zZu a)
M) 1
= = N 0
g(n) 1000n  1000y/n
Also Fall 2.
zu b)
logs n
f(n) _ logyon _ loggz210 _ 1 _
g(n)  loggn  logyn  logy 10
Also Fall 3.
zu d)
f(n) n? N p—oeo
- =0 o
g(n) nlogyn logyn
Also Fall 1.



